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Введение.

Задачей курса является изучение методов построения математической модели СУ  и методов исследования этих моделей с целью оценить свойства, работоспособность, пригодность этих систем для выполнения поставленных задач.

Математическая модель – совокупность математических соотношений (выражений), в которых некоторыми (алфавитными) символами обозначаются переменные величины, характеризующие работу системы, числами характеризуются параметры системы, а знаками математических действий отображается взаимодействие переменных между собой. Математическая модель (ММ) должна быть адекватна описываемому процессу, явлению или системе. Это значит, что решение системы уравнений этой системы должно качественно и количественно совпадать с реально происходящими в ней событиями.

 Система автоматического управления (САУ) – это техническая система, состоящая из 2-х главных составляющих: объекта управления (ОУ) и управляющего устройства (УУ), а также вспомогательных составляющих – устройства измерения переменных; устройства для их преобразования, кодирования и передачи; устройства, обеспечивающего воздействие УУ на объект (исполнительные устройства – усилители, регулирующие органы).
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Основную задачу представляет математическое моделирование ОУ, как наиболее технически сложного  и нестандартного элемента САУ.

Пример. Рассмотрим САУ (рис. 1). 
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Имеется ОУ – пробирка, в которой требуется с некоторой точностью поддерживать заданную температуру 
[image: image2.wmf]з

T

. Пробирка помещена в емкость с жидкостью, в которой поддерживается нужная температура с помощью устройств нагревания и охлаждения. Данные о температуре поступают с термометра на устройство управления, которое управляет работой охлаждающего и нагревающего устройств. На рис. 2 приведены графики изменения температуры и сигналов управления U1  и U2.

Чтобы иметь возможность оценить качество создаваемого объекта управления и системы управления на его основе, необходимо иметь возможность промоделировать его поведение ещё на стадии проектировании. Это значительно сокращает экономические и временные затраты на создание технических систем. Наиболее эффективно это можно сделать с помощью математической модели. В практике автоматизации и встречаются и другие задачи, когда ОУ задан, но не автоматизирован. Ставится задача – оснастить его системами управления для повышения качества функционирования той технической цепочки, в которой он работает. В этом случае для математического моделирования можно использовать натуральный эксперимент, т.е. воздействуя тем или иным образом на объект и наблюдая ответное поведение, получить ММ.

Таким образом, методы математического моделирования делятся на следующие группы:

· теоретические;

· экспериментальные;

· смешанные.

Достоинства теоретических методов следующие: априорность решения задач; структурная адекватность математической модели реальной конструкции и принципам действия. Недостатки: невысокая точность – структурно процессы описываются правильно, а количественно неточно.

Достоинства экспериментальных методов: высокая точность количественного описания процесса. Недостатки: апостериорность (приходится для получения результата сначала затратить средства); несоответствие, в общем случае, структуры математической модели и реальной модели.

Наиболее предпочтительным методом решения задач математического моделирования является смешанный, когда структура ММ получается теоретическими методами, а параметры (коэффициенты) вычисляются экспериментально. В этом случае происходит сочетание структурной и количественной адекватности исследуемой модели.

Поскольку объект управления является наиболее сложной и нестандартной частью СУ, основное внимание в данном курсе будет уделяться моделированию ОУ.

Построение математических моделей объектов и систем управления.

Составные этапы процесса математического моделирования:

1. Получение математической модели.

2. Работа с полученной моделью.

Основные закономерности.

Любое явление, любой процесс подчиняются фундаментальным законам природы. К таким законам относятся законы сохранения вещества и энергии. Любой объект природы, в том числе и ОУ и УУ подчиняются законам сохранения.

Рассмотрим изолированную систему (рис. 3).
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Данная система описывается уравнением типа: 
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где 
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 - приход, 
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 - расход. Очевидно, что приход для объекта О1 это есть расход для объекта О2 и приход для объекта О2 это есть расход для объекта О1. Таким образом можно записать:
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Уравнение типа 
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П

=

 - это уравнение статики. Для описания установившегося состояния объекта управления, такой закон будет пригодным. Поскольку задачей системы управления является устранение отклонений состояния объекта от заданного, возникающих под действием возмущений или принудительное изменение состояния объекта для линеаризации целей управления, ММ закона сохранения, описывающая состояние объекта в любой момент времени должна быть справедлива и не для нестационарного его состояния (
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 (2)

ММ закона сохранения для нестационарного объекта (рис. 4) является формула (2). Недостатком ММ закона (2) является то, что она описывает проявление закона сохранения за конечный промежуток времени и не дает описания в любой момент. Поэтому необходимо использовать ММ закона сохранения в дифференциальной форме, т.е. модель, утверждающую закон сохранения для бесконечно малого промежутка времени. Для записи такой модели в общем виде введем следующие обозначения:

· М – накопление или запас чего-либо в объекте в абсолютном выражении 
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 - полная производная от абсолютного запаса по времени (скорость изменения запаса 
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· 
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 - скорость или интенсивность прихода чего-либо в исследуемый объект 
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 - скорость расхода чего-либо 
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Формула (3а) – закон сохранения для интенсивности обмена объекта веществом или энергией с внешней средой.
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 EMBED Equation.3  [image: image19.wmf]расх
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Будем считать, что ММ закона сохранения в форме (3б) является основой для ММ любого объекта, независимо от принципа действия, рода преобразуемой энергии, конструктивного и материального исполнения, поскольку закон сохранения является всеобщим законом природы и данная форма записана для любого момента времени на бесконечно малом его промежутке.

 Примеры использования закона (3б).

1. Закон Ома: 
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, где 
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 - ток,
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 - удельная электропроводность,
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 - потенциал,
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 - координата по длине проводника любого переменного сечения.

2. Закон Фита: 
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, где
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 - удельный поток вещества,


[image: image27.wmf]G

 - коэффициент массопередачи,
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 - концентрация вещества в точке 
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,
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 - пространственная координата по направлению переноса вещества.

3. Закон Фурье: 
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 где
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 - удельная интенсивность теплопередачи,


[image: image33.wmf]A

 - коэффициент теплопередачи,
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 - абсолютная температура,
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 - направление теплопередачи.

4. Закон вязкого трения Ньютона: 
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, где
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 - удельная сила трения на единицу поверхности,
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 - вязкость жидкости или газа,
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 - скорость слоя движущейся жидкости,
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 - пространственная координата по нормали к скорости движения слоя.

Из рассмотренных выше примеров можно выделить общую форму закона: 
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Пример. Электрическая цепь.
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При рассмотрении данной необходимо сделать следующие допущения:

1. Электрические сопротивления, входящие в схему, являются объектами с сосредоточенными параметрами (объект, который может быть описан ДУ) и мгновенного действия, т.е. для них справедлив закон Ома в форме 
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2. Считаем, что 
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 и 
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 не зависят от параметров и процессов схемы. Это возможно тогда, когда источники бесконечной мощности.

3. Все измерительные для данной схемы приборы не нагружают цепь.

Будем считать, что накопителем в данной схеме является электрическая ёмкость.
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 - количество зарядов, запасенное ёмкостью 
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Предположим, что источником прихода зарядов являются клеммы с напряжением 
[image: image49.wmf]1

U

 и 
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, а расход идет через нагрузку 
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. Тогда можно составить следующие уравнения прихода и расхода:
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С учетом полученных уравнений, запишем общее уравнение цепи:
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После несложных преобразований, приведем данное дифференциальное уравнение к записи в форме Коши, форме наиболее распространенной и удобной для решения дифференциальных уравнений.
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Пример. Парусное судно.
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Рассмотрим это судно как ОУ его скоростью, под действием управляющего воздействия (здесь  и в дальнейшем, будем считать, что судно – это объект с сосредоточенными параметрами, т.е. все приложено мгновенно и одновременно):
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 - угол поворота акселератора, 
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 - коэффициент,

и под действием возмущающего воздействия 
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Учтем возникающую силу трения, причем будем считать, что судно движется в одном направлении и в идеальной жидкости: 
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Воспользуемся обобщенным уравнением динамики объекта, полученным на основе закона сохранения энергии.
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]расх
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 - кинетическая энергия 
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Приход энергии определяется силой тяги и силой ветра (считаем, что ветер все время дует по пути движения судна), расход определяется силой трения.
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Подставим полученные выражения в уравнение (*):
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После подстановки выражений для всех составляющих этого уравнения и разделив нужным образом составляющие, запишем его в форме Коши: 
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Пример. Газгольдер.
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Имеется ОУ – газгольдер. Ставится задача получить упрощенную математическую модель ОУ. При этом считать давление в коллекторе 
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 независимой возмущающей переменной, а давление нагрузки (сеть потребителя) 
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 принять постоянным. 
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 - выходная переменная, характеризующая запас газа в системе, 
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 - управляющее воздействие.

Этот объект также подчиняется закону сохранения вещества 
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 - масса газа, 
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[image: image75.wmf]r

 через известные параметры (используя уравнение Менделеева-Клайперона 
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) можно получить выражение для 
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 - постоянная газовая универсальная величина, 
[image: image80.wmf]T

 - температура по шкале Кельвина.

При нахождении 
[image: image81.wmf]пр

Q

 и 
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 примем допущение, что расход газа через сопротивление в виде регулирующего органа зависит как от проводимости 
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, так и от перепада давления 
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На основании этой зависимости, запишем выражения для 
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Запишем общее уравнение газгольдера: 
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Примем допущение, что в нашем случае имеется номинальный режим для установившейся работы газгольдера, следовательно 
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После преобразований получим
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 - нелинейное дифференциальное уравнение, т.к. 
[image: image93.wmf]н
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 находится и левой и в правой части. Таким образом, несмотря на серьезные допущения, полученная ММ нелинейна, она включает нелинейности типа произведения переменных. Для того, чтобы привести данное уравнение к виду идентичному предыдущим примерам, необходимо либо пренебречь изменением суммы проводимостей 
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 в процессе регулирования, либо произвести линеаризацию ММ. Воспользуемся первым подходом и примем, что 
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, тогда сумма 
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 есть величина постоянная.

Теперь полученное дифференциальное уравнение можно записать в виде  
[image: image97.wmf]н

k

P

k

P

k

P

dt

dP

T

*

+

*

=

+

2

1

, где 


[image: image98.wmf].
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Выводы:

1. Рассмотрены три кардинально отличающихся объекта: электрическая схема; тело в условиях механического движения в вязкой среде; технологический аппарат, действующий в рамках некоторой технологической цепочки.

2. Все эти объекты мы смогли промоделировать только после принятия большего или меньшего количества серьезных допущений.

3. ММ всех объектов удалось получить, беря за основу одну и ту же обобщенную ММ закона сохранения в дифференциальной форме.

4. В каждом случае для получения конкретной ММ приходилось составлять уравнения, расшифровывающие компоненты уравнения материального баланса.

5. Эту расшифровку чаще также приходилось использовать с принятием допущений.

6. Полученное окончательное расшифрованное уравнение после обозначения переменных и констант и принятия иногда дополнительных допущений, было приведено к виду: 
[image: image99.wmf])

(

)

(

)

(

2

2

1

1

t

U

k

t

U

k

t

y

dt

dy

T

+

=

+

.

Из полученных выводов можно построить первый вариант общей методики математического моделирования технических объектов управления. Для построения ММ любого ОУ необходимо выявить, можно ли принять для него допущение о сосредоточенности параметров. Если можно, то необходимо выяснить, какому из вариантов закона сохранения подчиняются процессы в объекте. Необходимо взять обобщенное уравнение сохранения выбранного типа и выяснить, через какие параметры, переменные и константы объекта выражаются компоненты уравнения баланса: накопление, приход, расход. Необходимо, используя частные законы, справедливые для протекающих в объекте процессов, записать уравнения, расшифровывающие компоненты. Подстановка этих уравнений в обобщенное уравнение баланса дает конкретную математическую модель данного объекта. Математическим преобразованием входящих в модель выражений и заменой переменных приводим ММ к удобному для дальнейшего исследования виду. На каждом этапе построения модели принимаются более или менее серьёзные допущения, обеспечивающие или облегчающие решение задачи.

Моделирование теплообменника.

[image: image555.wmf]н
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Моделируется проточный аппарат для теплообмена между двумя потоками жидкости через теплопроводную стенку с хорошо развитой поверхностью.
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 - массовые расходы жидкости [кг/с]; 
[image: image101.wmf]2
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 - теплоемкости жидкостей [Дж/кг*град]; 
[image: image102.wmf]Q

 - температура; m1 и m2 – массы жидкости, единовременно помещающиеся в камерах [кг]; A  - коэффициент теплопередачи через  стенку [Дж/с*м2*град]; S  - площадь[м2].

Сделаем допущение о характере передачи тепла через стенку между камерами, т.е. примем, что передача осуществляется по закону 
[image: image103.wmf])

(

вых

вх

Q

Q

AS

q

-

=

 (рис. 9).

[image: image556.wmf]k
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Предположим также, что:

1. Жидкость несжимаема.

2. Стенки камеры обладают абсолютной жёсткостью.

3. Теплоемкость жидкости не зависит от температуры.

4. Отсутствует влияние температуры на стенки камеры (стенки не расширяются).

В данном случае процессы, связанные с преобразованиями тепловой энергии, поэтому применяем уравнение теплового баланса 
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Примем допущение об идеальной теплоизоляции аппарата, чтобы не вводить дополнительные константы и переменные. Распишем приход и расход энергии:
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Примем для теплообменника допущение об идеальном смешении жидкости в камере. Это допущение соответствует допущению о сосредоточенности параметров (т.е. в каждой точке одна и та же температура).

С учетом изложенных выше допущений, запишем выражение для запаса энергии:
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Подставим все выражения в уравнение теплового баланса и получим 
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[image: image108.wmf])
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. Полученное уравнение неразрешимо.

Ошибкой использованного выше подхода является не учет того факта, что объект имеет два конструктивно обособленных накопителя – левую и правую камеры, каждый из которых характеризуется своим признаком 
[image: image109.wmf]1
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 и 
[image: image110.wmf]2
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. В результате поток внутреннего теплообмена, являющийся важным процессом в динамике наблюдающихся в аппарате явлений, в построении модели совершенно не учтен и полученное уравнение не описывает адекватно процессы, протекающие в каждом накопителе. Важным элементом методики моделирования является исследование объекта на предмет выявления количества накопителей с сосредоточенными параметрами, характеризуемых различными признаками накопления. В рассмотренном примере – это левая и правая камеры теплообменника. При таком подходе бывает удобно использовать расчетную схему (см. рис. 10).
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Таким образом, перед  составлением уравнения баланса принмиается решение ( в том числе и допущение) о количестве накопителей в объекте, выявляются каналы обмена накопителей между собой внутри объекта и для 
[image: image111.wmf]n

 выявленных накопителей составляется 
[image: image112.wmf]n

 дифференциальных уравнений баланса.

Теперь, с учетом всего вышеизложенного, попытаемся снова промоделировать теплообменник. Число накопителей здесь – два, левая и правая камеры. Следовательно, необходимо составить два дифференциальных уравнения баланса.

1). Составим уравнение для левой камеры.
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. При составлении этого уравнения принимается, что 
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, т.е. передача тепла через внутренную стенку идет из правой камеры  - в левую. 
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Конечное уравнение: 
[image: image117.wmf])
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2). Составим уравнение для правой камеры.
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Конечное уравнение: 
[image: image122.wmf])
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Запишем полученные уравнения в систему:
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Для дальнейшего использования преобразуем эту систему:
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Будем считать, что в данном теплообменнике производится подогрев основного технологического потока 
[image: image126.wmf]1
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 до заданной температуры 
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. 
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 - выходная управляемая переменная. Управление осуществляется путем изменения расхода 
[image: image129.wmf]2
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 потока теплоносителя, подаваемого в правую камеру теплообменника. Поэтому вторая входящая в ММ 
[image: image130.wmf]2
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 является остаточной температурой теплоносителя и не является основной для объекта выходной переменной. Исключить её из ММ нельзя, потому что описание будет неполным. Таким образом не все переменные, формируемые при построении ММ объекта, являются важными в качестве его выходных управляемых переменных, но все необходимы для удовлетворения требования существования единственности решения модели.

Определение. Минимальное количество переменных, обеспечивающих адекватное описание объекта как динамической системы, называется переменными состояния. 

Здесь под адекватностью составленного уравнения понимается, что уравнение имеет единственное решение. Полная адекватность обеспечивается расчетом параметров и постоянных модели.

Для получения так называемой вход-выходной модели в виде одного уравнения относительно интересующей нас выходной переменной, в данном случае необходимо выразить 
[image: image131.wmf]2
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 из первого уравнения. Взяв от него производную, получить 
[image: image132.wmf]dt
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 и подставив всё это во второе уравнение, получить одно дифференциальное уравнение второго порядка с одной выходной переменной 
[image: image133.wmf]1
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. Это и будет вход-выходная форма описания динамики объекта.

После выполнения всех необходимых действий, вход-выходная форма будет иметь следующий вид:
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Линеаризация ММ при моделировании.

Процесс линеаризации проще всего производить для исходной ММ, полученной при её аналитическом построении, т.е. для системы дифференциальных уравнений 1-го порядка. В зависимости от вида нелинейностей, входящих в ММ, можно использовать различные приемы линеаризации (например, переход к приращениям).

Переход к приращениям.

Сущность данного подхода заключается в том, что все переменные, входящие в ММ, рассматриваются как сумма двух величин: константы и переменного приращения, т.е. 
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. Константой считается номинальное значение переменной, соответствующее установившемуся значению, а приращение представляет собой вариацию данной переменной относительно номинального значения. Поскольку номинальные значения соответствуют установившемуся состоянию (отвечают условиям статики процесса), то они должны отвечать системе алгебраических уравнений, получаемых из ММ путем приравнивания к нулю всех входящих в неё производных.

Например, для рассмотренного выше теплообменника, условием статики будет:
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[image: image559.wmf]m

V

P

,

,

Полученные выражения переменных подставляются в уравнения, преобразуются путем раскрытия скобок и перемножения слагаемых. После этого производится упрощение модели (линеаризация) путем взаимного уничтожения вошедших в уравнение констант и отбрасывание всех членов, содержащих произведения приращений. В результате в уравнении остаются члены, линейные относительно введенных приращений.

Пояснение. Пусть в модель входит произведение 
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. Произведение приращений считается величиной значительно более маленькой величиной, чем линейные члены (рис. 12).
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Такой подход (через приращения) прост и эффективен для ММ содержащих степенные нелинейности и нелинейности типа произведения. В общем случае могут быть другие нелинейности: 
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. При этом рассмотренный прием не применим. Общим способом линеаризации является разложение в ряд Тейлора по приращениям. Этому случаю соответствует следующая постановка задачи: имеется система нелинейных дифференциальных уравнений, полученная в результате моделирования относительно некоторых переменных состояния:
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Выбираем точку (
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) – точку, в окрестности которой проводится линеаризация.
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Члены ряда, содержащие степени приращений 
[image: image146.wmf]x
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 выше первой и их произведения отбрасываются с принятием допущения об их малых значениях. Оставшееся выражение подставляется вместо нелинейной функции в правую часть векторного дифференциального уравнения. Если производится исследование устойчивого объекта динамической системы, то номинальные значения производных от переменных состояния равны нулю.
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. С использованием правила векторного дифференцирования получаем 
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или можно записать 
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- матрично-векторное, стационарное в зоне линеаризации, выражение.

Пример. Рассмотрим процедуру линеаризации ММ теплообменника.
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Система уравнений состоит из двух функций, каждая из которых зависит от некоторых параметров.
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Разложим функции 
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Если в (**) подставить значения, соответствующие установившимся номинальным, т.е.
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Представим полученную линеаризованную ММ в матрично-векторной форме.
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Разделим входные воздействия по их значению для теплообменника как ОУ. Пусть 
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Химический реактор идеального смешения.
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В аппарат с мешалкой подается раствор вещества 
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 с концентрацией 
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 и подается в твердой фазе вещество 
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, которое растворяясь в объеме реактора, вступает в реакцию с веществом 
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 по приведенной формуле: 
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. Суть данного технологического процесса – убрать примесь 
[image: image177.wmf]A
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. В аппарате присутствуют два накопителя: раствор и вещество, выпавшее в осадок.

1. Для данного аппарата можно составить уравнение общего материального баланса
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2. 
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3. Поскольку технологической функцией данного аппарата является формирование заданных концентраций в выходном потоке, при моделировании данного аппарата невозможно обойтись без составления уравнений баланса по каждому веществу. Поэтому введем ещё два накопителя 
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 - накопление вещества 
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 в жидкой фазе аппарата, 
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 - накопление вещества 
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 в жидкой фазе аппарата.
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 в реакторе.
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Таким образом, данный аппарат, имеющий один конструкционный объем, представляется при моделировании 4-мя накопителями, обменивающимися между собой массохимическими потоками.

Вывод: таким образом, к методике моделирования добавляется следующее положение: накопителем вещества или энергии в ОУ не обязательно является один конструктивно обособленный объем или масса. Один и тот же конструктивный элемент объекта может выступать как несколько накопителей, если процессы, происходящие в нем, характеризуются несколькими признаками-переменными. Индикатором недостаточности выделенных перед моделированием накопителей является наличие в системе уравнений внутренних переменных, не обусловленных как признаки накопления в каких-либо уравнениях баланса. Количество таких переменных должно быть равно количеству уравнений.

Моделирование объектов с распределенными параметрами.

Существуют технологические объекты, для которых принципиально не может быть применена гипотеза о сосредоточенности параметров, т.к. переменные, характеризующие технологический процесс, не только меняются во времени в неустановившемся состоянии, но и распределены в пространстве.

[image: image566.wmf]н

Q

Пример. Транспортер.

Пусть объектов моделирования является транспортер, который является узлом подачи вещества из бункера в технологическую ёмкость. Управляющим воздействием является положение заслонки на выходе из бункера. В зависимости от высоты подъема заслонки над лентой транспортера, на ленте оказывается больший или меньший объем вещества. Длина транспортера от точки регулирования до точки сброса 
[image: image196.wmf]l

. Ширина ленты транспортера 
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. Общий объем вещества выражается формулой 
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В данном случае нельзя использовать гипотезу о сосредоточенности параметров и разработанную для неё теорию в конечном виде. В связи с этим мы вынуждены перейти к рассмотрению бесконечно малого накопителя.
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[image: image567.wmf]DQ
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В данном случае дифференциальное уравнение баланса без ошибки на усреднение можно составить для бесконечно малого участка на транспортере, полученного за счет приращения по длине произвольно выбранной текущей координаты 
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Составим уравнение баланса 
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(Т1).

Уравнение (Т1) в частных производных 1-го порядка является ММ данного объекта. Если 
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Т.к. полученное уравнение линейное, то к нему можно применить преобразование Лапласа относительно переменной 
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[image: image218.wmf]p

e

p

h

p

L

h

×

-

D

=

D

t

)

,

0

(

)

,

(

 
(Т3)

и беря отношение выходной переменной к входной, можно получить передаточную функцию.
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(Т4).

Таким образом, передаточная функция транспортера описывается звеном чистого запаздывания. Используя уравнение (Т3) и используя свойство Лапласа: сдвигу независимого аргумента во временной области на величину 
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. Это есть временная и операторная модель ОУ.
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Пример. Электрическая цепь с двумя накопителями.

Накокопителями электрической энергии в данной цепи является емкость 
[image: image226.wmf]C

 и катушка 
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 (реактивные элементы). Значит уравнение баланса составляется для них.
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Запишем уравнения, характеризующие запас энергии в конденсаторе и катушке.
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Составим уравнения прихода и расхода:
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Подставим полученные выражения в уравнение баланса для каждого накопителя и после упрощений получим систему дифференциальных уравнений:
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Типовые модели технологических процессов как ОУ.

Рассмотренные выше допущения, принимаемые при вводе ММ, были двух основных типов:

1. Допущение о сосредоточенности параметров, что для большинства аппаратов, с протекающим через них материальным носителем признака означало допущение об идеальном смешении.

2. Предположение о распределенности параметров, что применительно к таким же технологическим аппаратам приводит к допущению об идеальном вытеснении. Вообще технологический процесс, протекающий в среде некоторого материального носителя, происходит при совместном действии двух этих процессов. Новые порции вещества, попадающие в аппарат, вытесняют предыдущие, а в ходе продвижения вещества через аппарат происходит его перемешивание, либо произвольно, либо принудительно. Характер этих процессов сильно влияет на динамику их протекания, поэтому идеализация каждого из них положена в основу построения типовых моделей технологических процессов, использования их при моделировании и анализе этих процессов.

Модель идеального смешения.
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 во всех точках аппарата.

Типовая ММ: 
[image: image236.wmf])

(

0

C

C

G

dt

MdC

-

=

, или 
[image: image237.wmf]0

C

C

dt

dC

G

M

=

+


(ИС1).

В установившемся процессе 
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, выходная концентрация равна входной. Если процесс не установившийся, то динамика процесса описывается уравнением 1-го порядка (ИС1).
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Передаточная функция данной модели идеального смешения выглядит следующим образом: 
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. Как видно, проходящий процесс в рассматриваемом примере описывается апериодическим звеном.

Модель идеального вытеснения.
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Масса вещества: 
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Подставим компоненты в уравнение баланса и получим 
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. После упрощений уравнение будет выглядеть следующим образом:


[image: image251.wmf]x

t

x

C

S

G

t

t

x

C

¶

¶

-

=

¶

¶

)

,

(

)

,

(

. Полученное уравнение похоже на уравнение, полученное для транспортера (Т1), поэтому после идентичных преобразований, получим передаточную функцию модели идеального вытеснения:
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Ячеечная модель.
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Ячеечная модель является промежуточным звеном между моделью идеального смешения и идеального вытеснения (рис. 19). Имеется 
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 ячеек, для каждой из которых принимается модель идеального смешения, а сообщение ячеек между собой протекает по схеме идеального вытеснения (рис. 20).

Результирующая масса будет складываться как сумма масс всех ячеек 
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. При допущении о равенстве всех ячеек, масса вещества в одной ячейке будет равна 
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. Учитывая это обстоятельство и используя передаточную функцию модели идеального смешения, запишем передаточную функцию для одной ячейки 
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Передаточная функция всего объекта будет складываться из 
[image: image258.wmf]n

 передаточных функций одной ячейки, т.е.
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(ЯМ1).

Возведя в степень двучлен в знаменателе ПФ и получив полином 
[image: image260.wmf]n

-го порядка, можно перейти обратным преобразованием к временным функциям и получить вход-выходное дифференциальное уравнение 
[image: image261.wmf]n

-го порядка, которым описывается аппарат при принятии при его моделировании ячеечной модели. Ячеечная модель является универсальной моделью, из которой можно получить и модель идеального смешения и модель идеального вытеснения. Например, рассмотрим (ЯМ1) как функцию не только переменного 
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, но и числа 
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Диффузионная модель.

Замена схемы аппарата, в котором протекают гидромеханические процессы, близкие к вытеснению ячеечной модели, являются грубыми для ряда случаев. При этом возникает необходимость описать его как объект с распределенными параметрами, но описать точнее, учитывая, что наряду с процессами вытеснения вещества носителя признака, происходит либо его частичное перемешивание, либо процесс передачи признака от одних порций вещества к другим в продольном направлении помимо самого перемещения. Происходит обмен признака между предыдущими и последующими порциями перемешиваемого вещества.

В этой модели используется закон: при наличии градиента концентрации некоторого признака, возникает поток признака, пропорциональный градиенту и обратный по направлению градиенту (закон Фика).
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(ДМ1)

· это более точная модель с распределенными параметрами.

Для решения этого уравнения можно также прибегнуть к преобразованию по Лапласу, относительно 
[image: image271.wmf]t

, после этого решить дифференциальное уравнение 2-го порядка относительно 
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. Получить операторное уравнение относительно 
[image: image273.wmf]p

 и далее либо получить ПФ, либо перейти к временной области.
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Математическое моделирование объектов, содержащих сосредоточенные и распределенные накопители.

Имеется объект - теплотрасса. Стенка теплотрассы не идеальная, существует теплообмен с окружающей средой.
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 - коэффициент теплопередачи.
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(ТТ1), где
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Для решения уравнения (ТТ1) важно знать статическое распределение температуры по всей длине теплотрассы, при неизменном значении температуры окружающей среды как входного воздействия.

Условие статики 
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Разделим переменные
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После взятия интеграла и потенцирования получим
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(ТТ2).
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Полученное распределение температуры (рис. 23) по длине трубопровода не только дает характер распределения, но и позволяет уравнение модели, т.к. номинальные значения температуры при переходе к приращениям в самом объекте зависят от 
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Для решения воспользуемся преобразованием Лапласа по 
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Уравнение статики:
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Переходим к приращениям:
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В сумме слагаемые, помеченные (*), равны нулю.

Получаем уравнение приращений:
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Решим дифференциальное уравнение с помощью преобразования Лапласа:
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Применим двойное преобразование Лапласа:
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Получаем следующий полином:
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Для того, чтобы упростить решение, выразим
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Математическая модель динамики:
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Подставим вместо 
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Если потери малы, то 
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Кожухотрубный теплообменник.

Будем считать, что в кожух кожухотрубного теплообменника подается насыщенный пар с теплоемкость 
[image: image326.wmf]i

. При теплообмене этого пара с потоком, проходящем через трубы теплообменника, он конденсируется на поверхности труб, стекает с них и выходит из них в виде конденсата. В связи с интенсивностью процесса подачи пара в кожух можно применять модель идеального смешения. Это значит, что во всем пространстве кожуха одинаковая температура.

Запас тепла в кожухе:
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Поскольку уровень конденсата поддерживается постоянным, то 
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Поскольку температура в трубном пространстве распределена по длине, потери тепла из кожуха в трубное пространство не могут быть записаны сосредоточенным выражением, а будут функцией от 
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Переходим к приращениям. В данном случае переход к приращениям связан с одновременной линеаризацией (т.к. 
[image: image340.wmf]k
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 входит сложно), поэтому лучше разложить в ряд Тейлора. Таким образом, переходя к приращениям и учитывая уравнение статики, мы получим
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Преобразуя по Лапласу, получим:
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Поскольку в нашем случае температура пространства, окружающего трубопровод, есть 
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, то в полученном выше выражении, отражающем зависимость приращений температуры в трубопроводе для произвольной координаты 
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 от изменения температуры окружающей среды, заменим 
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Подставляя (*1) в (*), получим ПФ
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Рассмотренные 2 примера, сравнительно простых, с распределенными параметрами, показывают высокую сложность моделирования. Кроме того, полученный результат весьма ограничен тем, что задает динамические свойства только по каналам 
[image: image351.wmf])
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. Если же переменным является расход 
[image: image352.wmf]G

, то все проведенные выкладки несостоятельны, так как 
[image: image353.wmf]G

 будет функцией от времени, в исходном выражении при этом изображение произведений не равно произведению изображений.

Моделирование цепей с использованием структурных схем и структурных аналогий.

Поскольку структурная схема по своей сути является ММ, в которой к математической символике добавлена наглядная графическая символика. Возникает вопрос: нельзя ли найти структурные аналоги отдельных составляющих моделируемого объекта и заменяя эти составляющие элементарными структурными схемами, получить структурную схему объекта в целом? Такой подход подходит только к линейным объектам. Наиболее удобно такой прием применяется к объектам, имеющим структурную схему технологических цепей.

Структурные представления элементов цепей.

Поскольку элементы объектов с линейным математическим описанием описываются линейными уравнениями, для каждого из них может быть построена эквивалентная структурная схема.

Пример. Резистор (электрическое сопротивление).
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Структурные изображения резистора:
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Пример.Конденсатор (электрическая емкость).
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Структурные изображения конденсатора
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Пример. Индуктивность.
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Структурное изображение индуктивности
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Пример.
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Структурное моделирование электрической цепи может быть осуществлено заменой каждого элемента цепи эквивалентной ему структурной схемой и соединению между собой всех идентичных переменных.
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Дальнейшее получение модели сводится к эквивалентному преобразованию и получению ПФ схемы по интересующему каналу.

Моделирование механических систем.

Основное отличие механических систем от технологических состоит в том, что они в общем случае описываются векторными переменными, характеристиками которых является не только величина, но и направление. В простейших случаях (движение по прямой, качание маятника в одной плоскости) механические процессы можно описать и скалярными величинами, но при малейшем усложнении задачи при таком подходе легко получить ошибку. Кроме того, использование для моделирования только закона сохранения энергии оказывается часто недостаточным для описания механических процессов, т.к. энергия сама по себе является скалярной величиной, и поэтому единой мерой состояния механической системы быть не может.

Основным объектом исследования при моделировании механических систем является система несвободных материальных точек. То, что система ,несвободная определяется наличием связей между точками. Связи могут быть удерживающими и неудерживающими.

Пример. Сложный маятник.
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На рисунке приняты следующие обозначения : 
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EMBED Equation.3[image: image363.wmf]2
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- массы первого и второго тел соответственно; 
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-   управляющий момент ; c – коэффициент сопротивления пружины; 
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- углы отклонения первого и второго стержня; 
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- силы сопротивления среды, действующие на тела  
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, зависящие от скорости и от коэффициента сопротивления среды 
[image: image371.wmf]a

. 


[image: image372.wmf].

0

,

0

,

35

,

3

,

1

,

5

.

1

,

3

2

1

2

1

2

1

сек

град

град

градус

H

c

м

H

M

кг

m

кг

m

H

F

H

y

H

V

=

w

=

w

=

j

=

j

=

×

=

=

=

=

 Имеется свободно подвешенная система состоящая из двух стержней , последовательно скрепленных между собой при помощи пружины. На конце каждого стержня прикреплено по телу массой  
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, 
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, соответственно. Система совершает колебания под воздействием горизонтально направленной силы ветра, силы тяжести и управляющего момента, действующего на первый стержень. Движение происходит в среде, характеризующейся коэффициентом сопротивления 
[image: image375.wmf]a

. Среда оказывает затормаживающее влияние на ОУ. Ограничения на колебания второго тела оказывает пружина.

Математической моделью ОУ, однозначно описывающей происходящие в ОУ процессы, является система двух дифференциальных уравнений второго порядка т.к. число степеней свободы ОУ равно двум.

В процессе составления математической модели были приняты следующие допущения:

1. исследуемый объект имеет сосредоточенные параметры;

2. невесомы стержни и пружина;

3. отсутствует трение в узлах маятника;

4. сила ветра и силы сопротивления среды действует только на тела 
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 и не оказывает влияние на стержни;

Методы экспериментального математического моделирования.

Моделирование статических свойств объектов и СУ.

Частным случаем ММ динамики ОУ или СУ является ММ его статики, т.е. установившегося состояния, которое обычно называют статической характеристикой ОУ или СУ. При аналитическом математическом ОУ или СУ статическая характеристика его находится просто (если она существует). При этом статическая характеристика может быть задана как в явной, так и неявной форме. Явная форма – когда выходную переменную или переменную состояния можно выразить через входное воздействие. Неявная зависимость может быть в двух формах:

· 
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Статическая характеристика – это математическая зависимость выходных переменных или переменных состояния от входных воздействий в установившемся состоянии процессов, протекающих или системе.

При неявной зависимости обычно используют аппроксимацию статической характеристики с приведением её к явному виду. Однако это всегда сопровождается потерей точности описания, изменением природной структуры математического описания, кроме того такая аппроксимация справедлива в определенном диапазоне изменений. При экспериментальном математическом моделировании свойств ОУ построение статической характеристики связано с проведением эксперимента, т.е. необходимо изменять по определенному плану входные воздействия объекта, дожидаться установившегося состояния объекта и регистрировать каким-либо образом доступные измерению выходные переменные или переменные состояния этого объекта.

Таким образом, экспериментальное исследование статики является более трудоемким процессом. В связи с этим, для повышения его эффективности исследования специально используют методы планирования эксперимента.

Идентификация динамических характеристик объекта.
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Цель: найти ММ, которая наилучшим образом по некоторому выбранному критерию 
[image: image380.wmf]Q

 описывала бы динамические свойства данного объекта. Модель, удовлетворяющую выбранному критерию, называют адекватной, поэтому 
[image: image381.wmf]Q

 называют критерием адекватности. Есть много путей решения задачи идентификации. Результатом идентификации является математическая модель объекта (рис. ).

Критерий – мерило отношений человека предмету его исследования.

Идентификация – экспериментальное математическое моделирование.

Классификация задач и методов идентификации.
Задачи идентификации, в зависимости от априорной информации об исследуемом объекте, подразделяются на задачи:

1. Полной априорной задачи.

2. Частичной априорной задачи.

3. Полностью априорно-неопределенной задачи.

Сами объекты идентификации при определении методов идентификации нужно разделить на объекты с распределенными и сосредоточенными параметрами, на линейные и нелинейные, стационарные и нестационарные.

В соответствии с этим, ММ идентифицируемых объектов подразделяются на: с сосредоточенными (в полных производных) параметрами, с распределенными (в частных производных) параметрами, детерминированные (стационарные), вероятностные или астахостические.

Методы идентификации. Главный признак деления – способ осуществления эксперимента:

· пассивный (не меняет параметры);

· активный (меняет параметры);

· смешанный.

Для активного эксперимента важную роль играет планирование и план исследования, которые зависят от критерия эффективности. Поскольку ММ динамики является некий оператор или вектор-оператор, отображающий влияние входных воздействий как функции времени на законы изменения выходных переменных во времени, то методы идентификации и результаты идентификации зависят от формы активно-меняемых входных воздействий. От вида входных воздействий зависит чувствительность,точность и то, какие свойства будут выпячиваться при реакции объекта на входное воздействие.

Активно-меняемые входные воздействия в задачах идентификации делятся следущим образом:

· детерминированные;

· случайные.

Детерминированные подразделяются на аналоговые и цифровые. Аналоговые сигналы могут подразделятся на периодические и апериодические. Периодические сигналы подразделяются на гармонические и негармонические. Апериодические сигналы подразделяются на ограниченные по амплитуде и неограниченные по амплитуде.

Методы идентификации бывают:

· статистические методы;

· частотные методы;

· классический математический анализ;

· методы ортогональных разложений.

Все методы могут делится по характеру решения задачи на прямые (однократное решение задачи) и иттерационные. По методам оценки результатов методы идентификации делятся на:

· методы, основанные на минимизации задачи;

· методы, основанные на минимизации отклонений выходных переменных.

Поскольку оценить правильность модели сравнением расчетных и действительных его параметров невозможно, методы оценки результатов идентификации основываются обычно на сравнении действительных и расчетных реакций объекта на испытательные воздействия.

Выбор испытательных входных воздействий в задачах идентификации ОУ.

Выбор тех или иных воздействий определяется двумя факторами:

1. Самим ОУ и его свойствами.

2. Методами обработки результатов измерений.

Свойства ОУ: устойчив или неустойчив; есть астатизм или статизм; для асимптотических ОУ надо разделять неминимально-фазовые и минимально-фазовые.

Объекты, представляющие собой по свойствам статические и динамические звенья, можно испытывать любыми воздействиями, поэтому из возможных выбираются те, которые обладают наибольшей чувствительностью. Это такие сигналы, которые приводят к значительным изменениям выходные величины при ограниченном входном воздействии. Одним из таких воздействий является ступенчатая функция (функция Хевисайда), поэтому статические объекты исследуются ступенчатым входным воздействием. А вот астатические ОУ испытываются сигналами ограниченной длительности, точнее ограниченной мощности входного воздействия. Это связано с тем, что астатические объекты обладают в неравновесном состоянии неограниченным изменением накопления, поэтому в какой-то момент времени воздействие нужно снять. После этого изменение накопления запаса прекращается и свойства ОУ идентифицируются по изменению запаса на интервале активного изменения запаса. Неустойчивые ОУ, в том числе астатические 2-го порядка, исследуются сигналами, обеспечивающими смену знака изменений в объекте накопления с тем, чтобы привести объект в равновесие после окончание эксперимента.

Астатические неустойчивые объекты могут исследоваться с помощью периодических испытательных воздействий, т.к. там есть смена знака входного воздействия. При отсутствии возможности активно воздействовать на объект, входные воздействия рассматриваются как случайные величины, а при статистических методах обработки результатов эксперимента входные воздействия активно задаются как некоторые случайные величины с определенным законом распределения.

Аппаратура для проведения эксперимента идентификации.

В зависимости от используемых входных воздействий, в эксперименте применяется аппаратура различной сложности – от панелей ручного управления до специальных генераторов синусоидальных сигналов с преобразователями, обеспечивающими ввод этих сигналов в объект управления.

Частотные методы идентификации ОУ.

К частотным относится группа методов, в которых для идентификации качественных и количественных свойств объекта используется информация о соотношении периодического сигнала, подаваемого на вход к установившейся реакции объекта, сформированной на выходе.

Свойства динамических объектов таковы, что при периодическом входном воздействии на выходе также устанавливаются периодические колебания. Если объект линеен, то гармоническому входному сигналу соответствует гармонический выходной сигнал. Если входной сигнал линейного объекта периодический, но не гармонический, то выходной сигнал сложный, он имеет главную составляющую, соответствующую частоте выходных колебаний 
[image: image382.wmf]0
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 и гармонические колебания более высоких частот, кратных 
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 и т.д.). При таких исследованиях периодические сигналы как входа так и выхода необходимо раскладывать в ряд по этим частотам и исследовать частотные свойства других составляющих. Если объект нелинеен, то даже на гармоническое входное воздействие он реагирует не гармоническим выходным сигналом. Кроме зависимости амплитуды и сдвига фазы от частоты для него характерна также зависимость частоты и фазы от амплитуды.
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Проще всего решается задача частотной идентификации в линейных ОУ. Для характерно, что установившийся выходной сигнал при гармоническом входном воздействии, является также гармоническим. При этом наблюдается однозначная зависимость соотношения амплитуд и фаз  на входе и выходе.
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Если провести эксперимент над этим объектом, подавая сигналы различной частоты с фиксированной амплитудой входного сигнала и фиксированной фазой и по результатам эксперимента найти и построить функции 
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, то полученные характеристики совпадут с частотными характеристиками, полученными по ПФ, если такая имеется. Если тот же эксперимент повторить при других значениях 
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 и 
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, то полученные характеристики совпадут полностью. На этом свойстве линейных объектов и основывается большинство частотных методов идентификации. План эксперимента по частотной идентификации, для которого ищется линеаризованная ММ состоит в следующем:

1. Выбирается амплитуда входного воздействия, допустимая из соображений технологии и обеспечивающая максимальную амплитуду реакции при минимальной частоте. Фаза значения не имеет.

2. Формируется синусоидальный входной сигнал с минимально возможной близкой к нулю частотой, при котором выходное воздействие оказывается практически не сдвинутым по фазе.

3. Назначается некоторый шаг по частоте, формируется входное воздействие с той же амплитудой, фазой и частотой 
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4. Эксперимент продолжается до такого значения частоты, при котором амплитуда выходного сигнала остается различимой при данной разрешающей способности регистрирующего прибора. Данные эксперимента заносятся в таблицу.
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По результатам эксперимента строятся частотные характеристики объекта АЧХ, ФЧХ или логарифмические характеристики. Для инженерных целей с точки зрения простоты наиболее подходят логарифмические частотные характеристики. Методы с использованием ЛЧХ относятся к графическим методам. Методика графической идентификации с использованием ЛЧХ следующая:

· По экспериментальным точкам строятся ЛАЧХ и ЛФЧХ.

· Поскольку ЛАЧХ линейного звена имеет асимптотический прообраз – асимптотическую ЛАЧХ, представляющую собой кусочно-линейный график, наклоны отрезков которой обязательно кратны 20 дБ/декаду, то возникает возможность аппроксимации построенной в результате эксперимента по таблице гладкой кривой последовательностью таких отрезков, соблюдая асимптотический характер сопряжения их с соответствующими участками действительной ЛАЧХ. Методику аппроксимации удобно строить, начиная с низкочастотной части ЛАЧХ.

1. Непосредственным измерением наклона начального участка ЛАЧХ определяется угол наклона низкочастотной асимптоты (если параметров начального участка недостаточно для идентификации, тогда проводят дополнительный эксперимент для частот более низких, чем 
[image: image407.wmf]0
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). Низкочастотную асимптоту проводят так, чтобы она совпадала и шла под найденным наклоном 
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 дБ/дек.

2. По характеру следующего участка определяют направление и угол слома асимптоты. Проводят следующий участок асимптоты, положение которого по оси ординат корректируют с учетом того, что отклонение истинной ЛАЧХ от точки сопряжения частот для апериодических звеньев равно 
[image: image409.wmf]m
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.

3. Продолжая далее такую методику построения, заменяют построенную кривую ломанной.

4. Если в некоторых точках сопряжения под 40 дБ/дек не получается графического соответствия характеристик на 
[image: image410.wmf]m
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, то либо принимается решение о колебательном характере звена в данной точке сопряжения (если отклонение больше 
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), а если меньше 
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, то двойным поворотом асимптоты на 20 дБ/дек необходимо заменить поворот на 40 дБ/дек.

5. По полученной асимптотической ЛАЧХ записывается выражение ПФ и идентифицируемого объекта.

a) По низкочастотной асимптоте находятся первые компоненты последовательно-структурированной ПФ.

b) По координатам точек поворота находятся частоты сопряжения 
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w

 и определяются постоянные времени 
[image: image414.wmf]i
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.

c) По углу поворота определяется, какому полиному соответствует.

d) По направлению поворота асимптоты определяется положение полинома в дроби («+» - числитель, «-» - знаменатель).

6. Поскольку исследуемый объект может оказаться неминимальнофазовым ( может содержать звено чистого запаздывания), по полученным на основе ЛАЧХ результатам проводится проверка их правильности и при необходимости дополнительная идентификация объекта по ЛФЧХ.

7. Для этого строится ЛФЧХ по найденной ПФ и сравнивается с экспериментально полученной ЛФЧХ. Если полученный график отклонения показывает незначительную погрешность, результаты идентификации принимаются. Если отклонения значительны, но не имеют ярко выраженного характера, то возможна корректировка аппроксимацией ЛАЧХ для улучшения степени адекватности ЛФЧХ. Если разность действительной и аппроксимирующей ЛФЧХ объекта носит выраженный нарастающий характер, то производят аппроксимацию этой разности с помощью ЛФЧХ звена чистого запаздывания. Для этого строят полученные значения фаз в линейной системе координат относительно 
[image: image415.wmf]w

 и аппроксимируют полученную кривую линией, тангенс угла которой равен 
[image: image416.wmf]t

-

.

Идентификация ММ динамических объектов по их переходным характеристикам.

При математическом моделировании детерминированных объектов наиболее распространенными являются методы идентификации структуры и (или) параметров этих объектов с использованием графиков переходных процессов, вызываемых в них типовыми входными воздействиями.

Наиболее распространенным и удобным для эксперимента и математической обработки является ступенчатое входное воздействие. Его используют для построения или идентификации линеаризованных моделей ОУ. При этом используются как графоаналитические, так и численные поисковые методы. Сущность этих методов в некотором роде обратна задаче решения дифференциального уравнения, являющегося моделью объекта. При решении дифференциального уравнения, имея параметры этого уравнения, т.е. коэффициенты при производных, мы находим функции и характеризующие их константы, составляющие их решение, т.е. переходный процесс.

При идентификации, имея численные значения решения ММ в дискретные моменты времени, мы должны найти структуру и (или) параметры ММ. При идентификации линеаризованных ММ задача упрощается тем, что известна общая структура решения неоднородного линейного дифференциального уравнения при ступенчатом воздействии на входе.
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(ДИ1), где 
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 - ступенчатая функция времени, 
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Положим 
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, тогда решение имеет вид
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(ДИ2), где 
[image: image422.wmf]i
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 - корни ХП.

Форма (ДИ2) общая для случая всех корней (сопряженных, комплексных и т.д.). Наиболее просто графоаналитическая идентификация параметров выражения (ДИ2) получается для не колебательного случая, т.е. при наличии всех вещественных корней.

Общая структура идентификации.

По кривой переходного процесса необходимо найти неизвестные параметры решения (ДИ2) (
[image: image423.wmf]n
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). Затем, имея оригинал входного воздействия 
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 найти их изображения по Лапласу и по формуле 
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найти ПФ.

Такого рода идентификацию можно провести различными способами. Наиболее точное решение дают поисковые методы, минимизирующие погрешность переходного процесса функции (ДИ2). Наряду с этим существуют простые и эффективные инженерные графоаналитические методы, позволяющие найти приближенное решение задачи идентификации.

Метод последовательного логарифмирования.

Рассмотрим выражение (ДИ2) и будем считать, что не найденные пока корни ХП имеют следующее свойство:


[image: image427.wmf]n

p

p

p

<

<

<

K

2

1


(ДИ3). (Пусть все корни вещественные, устойчивые (рис. ))
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Условие (ДИ3) позволяет предположить, что существует некоторое время 
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, при котором все экспоненты со степенью 
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 и т.д. окажутся мало отличны от нуля. Значит справедливо условие :
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(ДИ4а),
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(ДИ4б),
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Случай 1. Рассмотрим алгоритм определения параметров экспонент для монотонного переходного процесса.

Для удобства идентификации расчетов, кривая переходного процесса нормируется (рис. ), т.е. находится 
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, участок разбивается на 
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 отрезков (
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>25).

Если преобразовать выражение (ДИ2) к нормированному виду, то оно запишется следующим образом
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(ДИ5а),
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В результате допущения (ДИ4а) можно видеть, что 
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(ДИ6а),
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(ДИ6б).

Структура (ДИ6б) показывает, что график для переменной 
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 представляет собой прямую с коэффициентом наклона 
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,которая на оси ординат отсекает точку 
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. Следовательно, если построить график функции 
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 и наше предположение (ДИ3) верно, то конечный участок этого графика должен представлять собой прямую. Этот факт определяет первые этапы метода последовательных логарифмов.
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Нормируем переходную кривую (кривую разгона), снятую экспериментально, находим величины 
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, сопряженные к переходным величинам. Находим логарифм от них, строим график.

Проводим асимптоту, сопрягающуюся с конечным участком. Конечный участок должен аппроксимироваться линией. Находим 
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. По углу наклона находим тангенс угла наклона.
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(ДИ8).

После логарифмирования левой и правой части и используя допущение (ДИ4б) можно записать
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Таким образом, дальнейший алгоритм состоит в том, что по найденным формулам вычислить 
[image: image453.wmf]2

z

, взять логарифм, построить до точки 
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 и найти конечный участок хорошо аппроксимирующийся линией. По углу наклона определяется 
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, по точке пересечения - 
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. Такой алгоритм можно проводить до исчерпания графических возможностей.

На каждом следующем этапе формируется разность реальных значений выходной переменной 
[image: image457.wmf]y

и идентифицированных объективных членов правой части уравнения, т.е. экспоненциальных составляющих. В зависимости от знака разности, обе части выражения умножают на –1, чтобы брать логарифм от положительных чисел. Все последующие построения идентичны.

Идентификация параметров линеаризованных ММ по апериодическим кривым разгона с перерегулированием.
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Апериодические кривые вида 2 (рис. ) также представляют собой график решения линейного дифференциального уравнения с вещественными отрицательными корнями. Наличие перерегулирования объясняется наличием производной в правой части, но само решение как функция времени также представляется в виде суммы экспонент в форме (ДИ2). Поэтому для такого случая также можно применить описанный подход, отличатся будет только первый этап.
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Необходимо сформировать на первом этапе разность 
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(ДИ9).

Дальнейший алгоритм остается тем же.

Идентификация параметров линеаризованной ММ по колебательным кривым переходного процесса.

Кривая колебательного переходного процесса имеет вид 3 (рис. ). Линеаризованные ММ таких объектов содержат комплексно-сопряженные корни ХП. В этом случае структура решения линеаризованного дифференциального уравнения отличается от структуры при всех вещественных корнях, так как содержит тригонометрические функции в правой части. Общий вид решения таких ММ имеет вид:
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(ДИ10), где


[image: image463.wmf]k

 - число пар комплексно-сопряженных корней;


[image: image464.wmf]j
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 - вещественные устойчивые корни;


[image: image465.wmf]i

p

 - комплексные устойчивые корни.

Рассмотренный выше алгоритм можно достаточно просто применить для идентификации колебательных кривых разгона, дополнив рассмотренный алгоритм специальными преобразованиями, позволяющими идентифицировать и исключить колебательную составляющую. Сущность алгоритма в следующем.

Можно отдельно рассмотреть колебательную составляющую колебательного процесса 
[image: image466.wmf])
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Анализ (ДИ10а) показывает:


[image: image467.wmf]t

k

p

k

k

k

k

e

C

t

y

m

m

t

t

-

=

Þ

=

+

=

+

"

)

(

,

1

,

0

;

2

2

)

(

:

K

p

p

y

w


(ДИ11),
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В такого рода решениях мы имеем некоторую экспоненту, являющейся асимптотой колебательного процесса, определяющую степень затухания (рис. ).
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Можно найти 
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 по точкам, являющимися касательными к асимптотам, а 
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 и 
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 найти по периоду взаимного чередования этих точек. Затем уравнение (ДИ10а) может быть вычтено из уравнения (ДИ10), а оставшаяся часть этого выражения идентифицируется по уже известному алгоритму. Данная методика эффективна при одной паре комплексно-сопряженных корней.

Методика идентификации колебательной составляющей решения.

На кривой разгона находятся точки, соответствующие локальным экстремумам кривой разгона (ДИ10). По этим значениям строится таблица.
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Строится график, аналогичный рис. Полученную путем аппроксимации линию можно идентифицировать как экспоненту. Определяются параметры 
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,. Отложив от первого локального экстремума (
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) величину периода 
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 в область меньших значений времени, находим 
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 определяют сдвиг 
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 по (ДИ10а) и вычитается из (ДИ10). Получаем остаточную кривую, которую можно идентифицировать по остаточному алгоритму.

Статистические методы идентификации.

Корреляционные методы.

Рассмотренные выше инженерные методы частотной и временной идентификации опираются на идею активного эксперимента, при котором объект исследования подвергается интенсивным входным воздействиям, реакция на которые является предметом исследования. Далеко не все предметы и технологии допускают такое интенсивное и активное вмешательство в процесс. Для таких объектов используют методы идентификации, основанные на статистической оценке входных воздействий и реакций на них. При этом входные воздействия могут быть либо случайными, произвольно формируемыми в ходе процесса воздействиями (пассивный эксперимент), либо активно формируемыми, но незначительными по величине сигналами, зачастую моделирующие случайный процесс того или иного вида.

Наиболее распространенным представителем этой группы методов являются корреляционные методы, идеи которых базируются на понятии корреляции физических величин и сформированного на её основе понятия корреляционных функций.

Момент первого порядка:
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Момент второго порядка:


[image: image495.wmf]ò

¥

¥

-

£

=

=

dy

y

t

y

P

t

y

t

y

M

t

y

M

]

)

(

[

)

(

)]

(

[

)]

(

[

2

2

1

2

.

Корреляционная функция:
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Для произвольных процессов статистические характеристики сигналов могут меняться во времени. Это значит, что с изменением 
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 и 
[image: image498.wmf]2

t

 плотность вероятности изменения взаимных величин будет меняться. В этом случае оценку корреляционной функции процесса можно вести только по множеству  и идентификация затруднена.

Большинство процессов относится к классу стационарных процессов – статистические характеристики процессов не меняются с течением времени.

Если 
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 - стационарный сигнал, то оценки не зависят от времени и тогда 
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 может быть записана как
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(КМ1)

и она является функцией сдвига, но не функцией абсолютного значения времени. Для таких  процессов оценка моментов может производиться не только по множеству, но и по времени.
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(КМ2).

Процессы, в которых статистические оценки по множеству и по времени совпадают, называются эргодическими процессами.

Из (КМ2) видно, что при 
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Для обычных процессов, содержащих случайную детерминирующую составляющую, характерный вид автокорреляционной функции имеет вид 
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Взаимная корреляционная функция:
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Если 
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 - воздействие, 
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 - результат, то физический смысл имеет только 
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Схема идентификации свойств с учетом корреляционной оценки взаимодействия входных и выходных сигналов.
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 - точная реакция,
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 - случайная помеха, искажающая точную реакцию,


[image: image514.wmf])

(

t

u

 - входное воздействие.
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Определим зависимость функции взаимной корреляции входных и выходных сигналов. Положим 
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Будем считать, что 
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 случайный входной сигнал (может быть и не случайным), 
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 - стационарный случайный сигнал с нулевым математическим ожиданием.
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Если участвующие в процессе сигналы являются органическими, то автокорреляционная и взаимнокорреляционная функции сигнала зависят только от сдвига во времени, не зависят от конкретных моментов времени. Поэтому, если аргументы всех функций, зависящих от времени, сдвинуть на 
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, то не изменится.
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 - уравнение Винера-Хопра
(КМ3).

Если на вход динамической системы с весовой функцией 
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 подать входной сигнал по форме и параметрам совпадающий с автокорреляционной функцией входного испытательного сигнала, то реакция этой системы по форме и параметрам будет совпадать с функцией взаимной корреляции испытательного входного сигнала 
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 и выходного сигнала системы.
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Задачей идентификации является нахождение весовой функции динамической системы по результатам её статического исследования. При использовании корреляционных методов весовую функцию необходимо определить с использованием полученной корреляционной и автокорреляционной функций. Эта задача значительно облегчается при использовании входных сигналов определенного вида. Одним из наиболее распространенных и удобных случайных сигналов является «белый шум». Белый шум характеризуется тем, что сигналы, сдвинутый во времени, не зависят друг от друга.

Если 
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(КМ4).

Благодаря тому, что автокорреляционная функция белого шума определяется 
[image: image531.wmf]d

 - функцией, то подставив (КМ4) в (КМ3), получим
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В полученном выражении только в случае 
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 подинтегральное выражение не равно нулю.
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(КМ5),
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(КМ6).

Таким образом, используя схему эксперимента, приведенную выше и формулу (КМ6), можно реализовать следующую методику построения весовой функции динамической системы корреляционными методами.

· Реализуем генератор белого шума.

· Выбираем интервал времени 
[image: image536.wmf]T

, достаточный для приближенной оценки корреляционной функции по формуле (КМ2).

· Устанавливаем постоянную времени интегратора равной 
[image: image537.wmf]T

 и время интегрирования 
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.

· Последовательно устанавливаем значения сдвига 
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 в устройстве запаздывания 
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· Для каждого 
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 проводим эксперимент, начиная с обнуления интегратора и заканчивая временем (
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· Финишное значение на выходе интегратора будет представлять статистическую оценку значения взаимной корреляционной функции 
[image: image545.wmf]uz
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 для установившегося значения 
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.

· По полученным значениям 
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 строится график весовой функции, который может быть идентифицирован адекватной временной функцией любого метода.

Рассмотренный подход имеет ряд преимуществ: его можно использовать без априорных сведений о динамической системе; при его использовании можно применять сигналы малой амплитуды, что важно для проведения эксперимента в ходе технологического процесса без нарушения технологического регламента. Недостатком подхода является длительность эксперимента и отсутствие четких критериев выбора периода 
[image: image548.wmf]T

. На практике реализовать идеальный белый шум маловероятно. Обычно используемые генераторы реализуют псевдослучайные сигналы. Такие сигналы на некотором интервале реализуют практически чистый белый шум, но имеют периодичность повторения автокорреляционной функции.

Верификация модели

Верификация  модели — проверка ее истинности, адекватности. В  отношении  к  дескриптивным моделям  В. м. сводится к сопоставлению расчетных  результатов по модели с  соответствующими данными действительности — массовыми  фактами  и закономерностями  экономического развития. В  отношении же  нормативных  (в том числе оптимизационных) моделей положение сложнее: в условиях действующего  экономического  механизма  моделируемый  объект  подвергается различным  управляющим  воздействиям, не  предусмотренным  моделью;  надо ставить специальный экономический эксперимент с учетом  требований чистоты, т.е.  устранения  влияния  этих  воздействий, что представляет  собой трудную, во  многом еще не  решенную  задачу.

Верификация имитационной  модели есть проверка  соответствия  ее  поведения  предположениям  экспериментатора . Когда модель  организована в вычислительную программу для компьютера, то сначала, как обычно, исправляют ошибки в  ее  записи на  алгоритмическом  языке, а  затем переходят  к  верификации. Это первый  этап действительной  подготовки к имитационному  эксперименту. Подбираются некоторые  исходные данные, для которых  могут быть предсказаны  результаты просчета. Если  окажется, что  компьютер выдает данные,  противоречащие  тем, которые  ожидались  при формировании  модели, значит,  модель неверна. В  обратном случае переходят  к  следующему этапу  проверки  работоспособности  модели — ее  валидации.
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Рис. 11.  Соотношение номинального значения и приращения
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